Chapitre Dérivation

1 Rappels sur les équations de droites

1.1 Propriété
Propriété
- =
Soit (O; & ; j ) un repére orthonormal.

Soit Z une droite.
Deux cas sont possibles :

o 7 est paralléle a I'axe des ordonnées : tous les points de & ont la méme abscisse k.
On dit alors que I’équation de & est :

o 9 est sécante a 'axe des ordonnées.
Les coordonnées (z ; y) des point de Z sont liées par une relation de la forme y = mz + p.
m et p sont caractéristiques de & :

* p est appelé 'ordonnée a I’origine de 2.
* m est le coefficient directeur de 2.

p est 'ordonnée du point d’intersection de la droite avec 'axe des ordonnées.
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m mesure 'inclinaison de la droite. (Si « est 'angle que fait \
la droite par rapport a I’horizontale, on a : m = tan(«)
e Sim > 0, la fonction affine associée & la droite est crois- \
sante.
e Si m = 0, la fonction affine associée & la droite est
constante et la droite est paralléle & 'axe des ordonnées. m > (
— A
e Sim < 0, la fonction affine associée & la droite est décrois- J N \ o
sante. 0] ?
m =0
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1.2 Interprétation graphique du coefficient directeur :
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Comment utiliser le coefficient directeur pour tracer une droite ?

Exemple : Tracer la droite d’équation y = 3z — 5.
Pour x =0, on ay =3 x0—5= —5 donc cette droite passe par le point A de coordonnées (0 ; —5).
Son coefficient directeur est m = 3.

Nous avons vu que le coefficient directeur pouvait s’écrire N
x

Ay

Ax

Par conséquent : m =

3

Iei:m=3=-

donc Ay = m x Az.

Si 'on choisit de prendre Az = 1, alors Ay = 3. Par conséquent, en partant de A, 'on se déplace de 1 unité en
abscisses et de 3 unités en ordonnées.

Y
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gy

/

donc Ay = m x Az ; en choisissant une valeur pour Az, on calcule

Ay
Az

Si m est le coefficient directeur, on a : m =
la valeur correspondante pour Ay.

Si, au lieu de prendre Ax = 1, on avait pris Az = 2, on aurait trouvé Ay = 3 X 2 = 6; en partant de n’importe
quel point de la droite (A ou un autre), si I'on se déplace de 2 unités parallelement a I'axe des abscisses, on se
déplace dans le méme temps de 6 unités parallelement & I'axe des ordonnées.
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2 Rappels sur les courbes représentatives d’une fonction

Si f est une fonction définie sur un ensemble Z, la courbe représentative ¢y de f est I’ensemble des points de
coordonnées (z ; f(x)).

(o f(z»/———\- f() /
! @

<.

3 Nombre dérivé d’une fonction et fonction dérivée

Définition

Soit f une fonction définie sur Z.
Si ¢ admet une tangente au point de ¢ d’abscisse a, on note f’(a), nombre dérivé de f en a, le coefficient
directeur de la tangente & ¢ en ce point.

Exemple : Avec la fonction carrée

Soit la courbe représentative de f définie par f(z) = 22
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1. On trouve graphiquement f'(—=3) = =6, f'(—=1) = =2, f/(0) =0, f'(1) =2 et f/(2) = 4.
En effet, T passe par les points de coordonnées (=3 ; 9) et (—2; 3), donc f/(-3) = —— = —6.
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1-3

Ty passe par les ponts de coordonnées (—2 ; 3) et (—1; 1) donc f'(—1) = 17(2) = -2
(zz") a un coefficient directeur nul.
3—-1
T passe par les points de coordonnées (1 ; 1) et (2 ; 3) donc f/(1) = 1= 2.
0—-4 -4
T, passe par les points de coordonnées (2 ; 4) et (1; 0) donc f/(2) = T 5= 1~ 4.

2. Pour x4 réel, on peut conjecturer que [’ (z4) = 2x4.

3. La fonction f définie sur R par f(z) = 22 est dérivable sur R. La fonction f’, qui & tout réel x associe le

nombre dérivé de f en x est défini sur R par | f/'(z) = 2z

page 4 page 4 page 4



3.1 Dérivée de fonctions usuelles

Définition

Si une fonction f définie sur un intervalle I admet en tout point de I un nombre dérivé (donc si la courbe €%

admet une tangente en ce point), on dit que f est dérivable sur I.

La fonction qui, a tout réel x, associe le nombre dérivé f’(x), est appelé e fonction dérivée de f; on la note f’.

Voici le tableau des fonctions dérivées des fonctions Exemples :
usuelles (& savoir par coeur). 1. f(z) = flz) = 2™ avec n =5
f’(x)—nx 1 =5t
— T —

flz) = f(z) = 2. f(x)=25%; f(z) = 2™ avec n = 6 donc

k?, keR (1) f/(CC) — TLCEn_l — 65[?5

x

2 o7 3. f(z) =219

3 2 f(z) = 2% = 2™ avec n = 10 donc

L 3z / n—1 9

2" ne€Nn>1)|nz" ! Fl@) =na™" =10z

1 1

= 0 =

—(@#0) =

3.2 Opérations sur les fonctions dérivables

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I et k une constante.

Alors, on a les formules suivantes :

Addition : (u+v) =u+v

Soustraction : (u—v) =u -V

Multiplication par une constante : | (ku) = ku’

Produit de deux fonctions : (uv) =u'v+uv
1\’ '

Inverse d’une fonction : <—> = —i (v(z) #0 sur I)
u

/ —

Quotient de deux fonctions : (E) -0y 2uv (v(z) #0 sur I)

v v
Exemples :
1. f(z) = 322; on peut voir cela comme f(x) = kg avec k = 3 et g(z) = 22; f' = (kg) = kg’ donc f' = 3¢

avec ¢'(r) = 2z d'ou | f'(2) = 3 x 22 = 62 |.

2. f(x) =5z7; on a de méme : f'(z) =5 x 7a5 = 3525. | f/(x) = 352"
3. f(x) = 2% +2%; f = u+vavec u(x) = 2° et v(x) = 22 donc f' = (u+v) = v + v avec u/'(x) = 5% et
v'(z) = 2z. Par conséquent : | f'(z) = 5z* + 2z |
3 2
4. f(x) = %; f= %/ avec u(z) = 3z + 2 et v(x) = 2x + 1.
/: g)/:uv_uv / :3 t / :2
f <v " avec u'(x) et v'(x) :
3(2 1) —2(3 2 -1 —1
Alors : f'(z) = @utl)—2Br+32) (@) = 53
(2 +1)2 (2 +1)27 (22 4 1)2
1 / lay /
5. f(z) = poR——— f= % avec u(z) =let v(z) =22+ +1 don f/ = <%> = UUTUU avec u'(z) = 0 et
V'(z) =22+ 1.
. 0(x2+z+1)—1(2z +1) , 2z +1
Par conséquent : f'(z) = W ror) donc | f'(z) = — Ziz1])
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Exercice : Equation de la tangente en un point d’une courbe représentative
Soit f la fonction définie par f(z) = 2% + 322 4 4z — 6.
Déterminer 1'équation réduite de la tangente a Cy au point d’abscisse -1.

Méthode

1. Calculer f'(x) :

f(x) =32* + 62 +4

2. En déduire alors f/(—1)

f(x) =32 + 60 +4

Fl(-1)=3x(-1)*+6x(-1)+4=1

3. Le coefficient directeur de la tangente a C'y au point d’abscisse -1 est 1 donc |m =1

L’équation réduite de la tangente a C'y au point d’abscisse -1 est donc :

Yy=mr+p=x+p avecm = 1

Or pour = —1 f(x) = f(—1) = —8 donc les coordonnées du point A(—1;—8) ,qui appartient & C' et donc
aussi a la tangente, vérifient I’équation de la tangente :

—8=—-14+p avecy = -8 et x = -1

—8=—-1+p on "switch" : —14+p=-8 donc p = -7

Conclusion : I’équation réduite de la tangente 4 C'; au point d’abscisse -1 est donnée par :

y=x—17

4 Applications de la dérivation : variations et extremums locaux d’une fonc-
tion

Théoréeme

Soit f définie et dérivable sur un intervalle I.
e Si f/(x) > 0 sur I, alors f est croisante sur I.
e Si f/(x) <0 sur I, alors f est décroisante sur I.
e Si f/(x) =0 sur I, alors f est constante sur I.

Pour étudier les variations d’une fonction, on est donc amené a étudier le signe de la dérivée de cette fonction.

Exemples :

1. Etudier les variations de f : x — z? + 32 + 5.
f est définie sur R.
f(x) =2z +3.

3
f/(x):0<:>2x—}—3:0<:>x:_§‘

2 3
f’(x)>0<:)2x+3>0<:>x>—§ etf’(ac)<0<:)x<—§.

On en déduit le tableau de variations :
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3
T —00 5 +00
f'(z) + 0 +
11
4
. . 3., .11
La fonction f admet un maximum local en —5 égal a T

2 3 4 4
2. Etudier les variations de la fonction f : z +— Tt définiesur 9 = |—10; ——| U |—=; 10].
or +4 5 5

f:gavecu(:v):2x—|—3et v(x) = 5r + 4.
v

uw'v —u'

fl=—5—avecv/(z) =2 et v'(x) = 5.

(%

/ 2(5z +4) — 5(2z + 3) —7
Par conséquent : f'(z) = (52 + 4)2 T (ot 42

Pour tout x de 2, (5x + 4)? > 0 donc f'(z) est du signe de -7, donc négatif.
On en déduit le tableau de variations :

5
x  |-10 - 10
f'(=) - -
17
46
f(z) \ \
23
54

17 23
La fonction f admet un maximum local en —10 égal a 6 et un minimum local en 10 égal & —

54
3. Etudier les variations de la fonction f : z + 223 4 1522 4 362 + 1 sur R.
f'(x) = 622 + 30z + 36 = 6(2? + 5z + 6).
f'(x) est du signe de 22 + 5x + 6.
?tude du signe : A =52 —4x1x6=1>0.

. . 51 —5+V1
L’expression a deux racines : 1 = —g = -3 et xg = —5 =
Un trinUme du second degré az? 4 bx + ¢ est du signe de a a I'extérieur de l'intervalle formé par les racines
et du signe de —a entre les racines.

2?2 4+ 52 + 6 est donc positif sur | — oo ; —3] et sur [~2 ; +o0| et négatif sur [-3 ; 2].
On en déduit le tableau de variations :

—2.

T |—00 -3 -2 400
() + 0 - 0 +
—26
—-27

La fonction f admet un maximum local en —3 égal & —26 et un minimum local en —2 égal & —27
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